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Hans Humenberger, Universitit fiir Bodenkultur, Wien

Mathematische Inhaite:
Trigonometrie, Optimierung, Differentialrechnung, Naherungsverfahren.

Kurzzusammenfassung:
Fiir eine geschrinkte Schubkurbel wird eine Optimierungsaufgabe gestellt und auf 2
prinzipiell verschiedene Arten gelst.

Lehrplanbezug:
3. - 4. Jahrgang

Zeitaufwand;
3-4 Stunden

Mediales Umfeld: PC mit CAS Software

Anmerkung:
Dieser Artikel ist eine Fortsetzung eines Beitrags, der in der 10. Aussendung erschienen ist.

Im 1. Teil wurden zentrische Schubkurbeln behandelt
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5 Geschriankte Schubkurbel

In Fig. 7 ist nochmal das Schema einer geschrankten Schubkurbel dargestellt, wobei wir wie-
derum in Radien R messen (Kleinbuchstaben von p, h,¢, e wie oben; r = 1).
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Fig. 7: Schema einer geschrdnkten Schubkurbel mit r = £ =1

Wir gehen nun ~ unter Beachtung der Exzentrizitit £ bzw. e — ganz analog wie bei der zentri-
schen Schubkurbel vor.

Aus Fig. 7 ergeben sich unmittelbar die Beziehungen

p = \/ZZ — (e+sina)? (17)
h = cosa+p, (18)
v o= sina+cosa-fi-—s—l—r—lg (: —-—d-l—)"!). (19)
P da
Eine wichtige Erkenntnis daraus ist wiederum, daff v = —g% gilt, daB auch im Fall einer

geschrinkten Schubkurbel die Lange der Strecke v = M D als Betrag der Kolbengeschwindigkeit
deutbar ist. Dies haben wir auch schon geometrisch-kinematisch gefunden.

Nun wollen wir auch hier analytisch zeigen, daf die Kolbengeschwindigkeit v genau dann ma-
ximal ist, wenn Schubstange und Polstrahl PD aufeinander normal stehen:

v ist maximal <= fB+y=090°.

Fir den Winkel f ergibt sich zunichst

(3 = arctan E»%—I}E . (20)
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Weiters lesen wir aus Fig. 7 die Analoga zum zentrischen Fall ab: z = A - tana und v =

h . etsina S;““ — €; damit ergibt sich fiir v = arctan %* in weiterer Folge

e+ sina e) . (21)

v = arctan (tana ————— o
P h

Nun haben wir zu zeigen (bei Vernachlissigung der Untersuchung der zweiten Ableitung):
d
21'3:0 o B4vy=90° .
(:) (%)

Wir widmen uns zunachst der Bedingung (%) und bilden

dv . _e+sina p cos o — (e + sin )
m—— == COS O — SIN O~ +- COS & * = ,
do P p?

so daf die Bedingung (*) nach Multiplikation mit p* und Einsetzen von ;‘-}g = — gm———lmm”sm;‘ cosa

dquivalent ist mit p? cos a— psin a(e+sina)+pcos? a+ ﬂﬂ%ﬁ)ﬁg = 0 . Wir erhalten daraus
weiter

(e + sina)? cos?

pcos’a+p’cosa = psina(e+sina) - (22)
p
) ) (e + sin @) cos®
pcosafcosa-+p) = (e+sina)|psina— (23)
p
p’cosa(cosa+p) = (e-+sina) [pz sin o — (e + sin &) cos? a] : (24)
und daraus schliefilich
2 -
p_co® a(ccfs o+ p) = p’sina — (e + sina) cos® « . (25)
e+ sma

Nun betrachten wir Bedingung (%), die f + v = 90° gelautet hat. Sie ist dquivalent mit
tan v = tan(90° — B) = cot 8, wobei wir analog aufgrund der arctan-Beziehungen fiir # bzw. v
in (20) bzw. (21) die Gleichung

sine  e+sino e P

Ccos P cosa+p e-+sina
erhalten. Multiplizieren wir diese mit den Nennern ihrer linken Seite, so erhalten wir

p* cos a(cos o + p)

psin a(cos a + p) — cos a(e + sin a)(cos o + p) + pecos o = ,

e - sin o
woraus sich sofort

p? cos a(cos & + p)

psin o cos a + p? sina — (e + sin @)(cos® & + pcos @) + pecos a = ,

e-sina

und daraus dieselbe Beziehung wie (25) ergibt! Die Bedingungen (%) und (*x) sind daher, wie
behauptet, aquivalent!
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Im Folgenden soll nicht die Aquivalenz von (*) und (**) im Vordergrund stehen, sondern deren
Losung! Ausgehend von einer der beiden oder auch von Beziehung (25) erhdlt man nach einigen
Umformungen als eine mégliche Form der zu lésenden Gleichung

2

{sin a(e + sina) (82 — (e +sin a)z) — £% cos? a} = cos’ o [ﬂz — (e +sin a)2]3 . (26)

Dies ist eine Gleichung 8. Grades in sin , die wir natiirlich nur niherungsweise und (sinn-
vollerweise) auch nur computerunterstiitzt losen kénnen. Wenn aber ein einigermaflen lei-
stungsfahiges Programm zur Verfiigung steht, muB die Gleichung ja nicht allzuweit (bzw. gar
nicht) vereinfacht werden fiir die Anwendung des NEWTON-Verfahrens. Macht man doch einige
Umformungen (z.B. z &< sin a), so ergibt sich z.B. fiir die Werte £ = 10 und e = 1 (also z.B.13
E =R =1 und L = 10) nach wenigen Schritten

(x4+3x3+3x2+m)]2—(1 — z%) (—?-9—-—- ix-— -—1——:1:2)3=0
100 50 100 ’
(27)
fir deren Losung das NEWTON-Verfahren (Startwert zo = 0.95) die Werte z; =~ 0.981449 bzw.
Ty ~ 0.980953 liefert, wobei die bei z, angegebenen sechs Dezimalstellen bei den weiteren
Schritten schon unverandert bleiben.

[i(2$2+x~1)—

10 1000

Fir omin bedeutet dies einen Wert von ungefihr 1.37531 ~ 78.80°. Auch hier ist ay;, wirklich
nahe jenem Winkel, bei dem Schubstange und Kurbelradius aufeinander normal stehen. Dieser

ergibt sich in unserem Fall mittels einer Skizze (siehe Fig. 8) und kurzer Uberlegung zu o =
2¢ — % =2 arctan 10 — 7 ~ 1.3715 ~ 78.58°.

Fig. 8: Geschrankte Schubkurbel: E = R =1 und L = 10 - Ma8e nicht im richtigen Verhaltnis dargestellt!

Die zweite Nullstelle liegt hier genau bei = —1, wie man in Gleichung (27) unmittelbar sicht,

bzw. dquivalent dazu bei & = omax = 2%, wie in Gleichung (26) unmittelbar zu sehen ist!4

(cos IF =0, sin & = —1). Hier (E = R, d.h. die Kurbel beriihrt die Bahngerade des Kolbens)

2 2
stehen bel oy = %—,’3 Schubstange und Kurbelradius wirklich aufeinander normal (daB hier bei

a = 2L ein Geschwindigkeitsextremum vorliegt, ist anhand der realen Situation — vgl. Fig. 8 -

bei etwas Uberlegung wohl auch a priori zu vermuten)!

Im geschrénkten Fall verliert jedoch nicht nur die Beziehung omax = ~ ctmn ihre Giltigkeit,
sondern auch vmax = — Umin UNd A(Qmax) = h(min). In h(c) bzw. gﬁ- koénnen wir die erhaltenen

'“Die Tatsache 1 = r = e baw. R = E bedeutet, daB die Kurbel die Bahngerade des Kolbens bzw. deren
Verlangerung ,,beriihrt*.
14In anderen Fillen ist die Stelle des zweiten Extremums auch durch ein Naherungsverfahren zu bestimmen.
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Werte fiir aopt (ndmlich omin & 1.3753 bzw. amax = 9—2’1) einsetzen — siche die Gleichungen (17),
(18) bzw. (19) - und erhalten Werte, die den schon angesprochenen Verlust der im zentrischen
Fall herrschenden ,,Symmetrien“ numerisch bestitigen:

h(cmin) =~ 9.996 h(Qmax) = 10 Vmin &~ — 1.02 Vmax = 1 .

Bei zentrischen Schubkurbeln ist der groBte Wert von A bei Amax = £ + 1 (fiir @ = 2k ) und
der kleinste bei Amin = £ — 1 (fiir & = (2k + 1) 7). Diese Eigenschaft geht bei geschrankten
Schubkurbeln klarerweise auch verloren! Es bleibt jedoch die Eigenschaft, dafi der grofite Wert
hmax dann auftritt (,oberer Totpunkt“), wenn der Kurbelradius genau in der Verlingerung
der Schubstange liegt (dies ist leicht anschaulich und elementar zu begriinden). Der kleinste
Wert fiir h (,unterer Totpunkt“) tritt ebenfalls weiterhin dann auf, wenn Schubstange und
Kurbelradius'® genau iibereinander zu liegen kommen (dies ist nicht trivial und bedarf auch
hier einer genauen Begriindung!). Dies bedenkend und mit Hilfe einer entsprechenden Skizze
(siehe Fig. 9) kommt man schnell zu den jeweiligen Winkelwerten von « in diesen Situationen:

oy = arcsin (—ﬁ;) und ay = 7 — arcsin ( y 1) Man kann zu diesem Zweck auch die Gleichung
dh

e = 0 lésen (gute Ubung fiir Schiiler bzw. Studenten, kein Niherungsverfahren nétig; die
geometrische Loésung mit Hilfe der Skizzen sollte jedoch nicht dadurch ersetzt werden). Aus
den Gleichungen (17) und (18) erhalten wir fiir v = 0 bzw. 9% = 0 eine quadratische Gleichung
in sin o mit den Losungen sina; = *—fo und sinop = 3=5. Durch Einsetzen sieht man rasch,
daB bei ay der Supplementarwinkel 7 — a5 die eigentliche Losung darstellt (dies ist eine mogliche
exakte Begriindung der ,,unteren Totlage“). Wir erhalten bei unseren Werten e = 1 und £ = 10:

o = arcsin (— -1-) A~ —0.001 &% —5.22° bzw. g =7 — arcsm( ) ~ 3.030 ~ 173.62° . Dies

11

ergibt fiir hmax = h{a1) & 10.954 und fir Amm = h(az) &2 8.944 .

ﬂ

Fig. 9: Totlagen bei einer geschrinkten Schubkurbel

Intuitive (préformale) Begriindungen: Da - wie schon bemerkt - der optimale Winkel
Qopt in der Nahe jenes Winkels liegen wird, bei dem Kurbelradius und Schubstange aufeinander
normal stehen, ist es auch a priori vorhersehbar, daf eine VergroBerung von e bzw. E oder eine
Verkleinerung von £ bzw. L (oder eine Vergroflerung von R) — hier wurden im Vergleich zu
den obigen Verhiltnissen im zentrischen Fall beide Werte verdndert: e: 0 —1,2: 11 — 10 —
eine Verkleinerung von aope bewirken muf (siehe Fig. 1, Begriindung!). Analog sieht man, daf
eine Vergrofierung von £ bzw. L eine Vergréfierung von copt bewirkt (,,Verlagerung des rechten
Winkels“). Uberlegungen solcher Art — Abschitzungen, intuitive Begrindungen etc. - sind u.E.
gerade im Hinblick auf Anwendungsorientierung besonders wichtig, da diese das Verstindnis
bzw. die verstindige Handhabung fordern und erfordern.

5Gemeint ist die Verbindung Kurbelmittelpunkt — Kurbelzapfen.
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6 Eine Losung von prinzipiell anderer Art

Eine grundlegend andere Form der Approximation wire durch die Methode von KIRSCH (1994)
gegeben. Hier wird nicht in ,Radien gemessen“, sondern die ,Originalgréfien® R, L, H werden
beibehalten'®, wobei nicht H selbst zweimal nach « abgeleitet wird (dort ist der Rotationswinkel
§ etwas anders gewdhlt: § = £ — o = 90° — a), sondern ein Naherungswert Hy, der durch die
bekannte Naherungsformel 1 —z ~ 1 -1z (lz] < 1) aus H gewonnen wird. Bei KIRSCH
wird eine quadratische ,,Naherungsglelchung exakt gelost, wihrend wir die exakte Gleichung
néherungsweise gel6st haben.

Zentrische Schubkurbel
KIRSCH widmet sich zentrischen Schubkurbeln, wobei aus (vgl. die Gleichungen 17 und 18 bzw.

Fig. 7) L
f 2
:\/L2 R?sina+ Rcosa= [ 1——%sm a+ R cosa

der Naherungswert Hy gewonnen wird

R? R?
Hy(a) =1L ( -——2~—L—2~sm a)+Rcosa=L-——2-—z—sin2a+Rcosa.

Die Differentiation nach a ergibt dann Hy = — ?—;— sin(2a) — Rsina , und fir die zweite
Ableitung, deren Nullstellen wir suchen, erhdlt man

RZ
Hy = — T cos(2a) — Rcosa=0.
Diese Glelchung kann mlt — R L multipliziert und weiters vermoge der bekannten Formel cos(2a) =
cos? a—sin® a = 2 cos? a—1 in eine quadratische Gleichung in cos & umgeschrieben und dadurch
gelost werden. Die entstehende Gleichung

2R cos’a+ L cosa—R=0

. . . . - 2 2 .
hat in [~1,1] als einzige Losung cos a = =% 4[;2 88 woraus man mit unseren Werten R = 1

und L = 11 sofort den Wert oy, = 84.87° erhilt, der nur um 0.02° von unserem obigen Resultat
abweicht.

Bemerkung: Die mit den jeweiligen Methoden erhaltenen Werte stimmen sehr gut iiberein:
Die Methode von KIRSCH angewandt auf unsere Iragestellung ergibe 84.87° (bei uns 84.85°),
wiahrend unsere Methode angewandt auf die dortige Fragestellung 14.3° ergébe (dort 13.9°). Die
grofiere Abweichung der beiden Methoden bei seiner Problemstellung erklirt sich dadurch, daf
dort £ = 4 ~ 3.67, also bedeutend kleiner als der entsprechende Wert in unserer Fragestellung
ist. Mit fallendem £ wird die dortige Methode namlich immer ungenauer, sie erfiillt aber — wie
man sieht — fiir realistische Werte von £ trotzdem alle (insbesondere fiir die Schule!) sinnvollen
Genauigkeitsanspriiche.

Geschrankte Schubkurbel

Leider fithrt die Methode von KIRSCH im Fall einer geschrinkten Schubkurbel nicht auf eine
quadratische Gleichung, sondern auf eine Gleichung 4. Grades (bzw. 3. Grades im Fall R = E).
Aus

a) = \/L2~(E+Rsina)2+Rcosa:L\/lw_(E—FRsma) + R cos

Y6Dies wollen wir — der Originalitit halber — hier auch tun.
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erhalten wir durch Anwendung derselben Niherungsformel (v1—~z ~ 1~ %z fiir |z| < 1):

1 . 1
Hy(a) =1L (1 - -z——L—E(E-{-R sma)2> +Rcosa=1L— Q—E(E+ Rsine)’+ R cosa .
Die erste Ableitung ergibt sich zu Hy(a) = — 57 (2R E cos o+ R? sin(2)) — R sina , und die
zweite zu

Hy(o) = «-»-2~1~I:(--21?17}sinoz~{—2}22 cos(2a)) — R cos ax .

Multiplizieren wir die Gleichung Hy(a) = 0 mit 7, so erhalten wir wegen cos(2 @) = 2 cos? a—1

E
—sina — (2cos’a — 1) = %cosa ,

R

. . def def
bzw., wenn wir unsere Abkiirzungen £ = ;% und e = -% nun doch benutzen,

esina = 2cos’a + fcosar — 1 .
Durch Quadrieren und Ordnen nach cos a-Potenzen ergibt sich die Gleichung 4. Grades
4cos* a+40cos® o+ (B2 + € —4)cos’a — cosa+ (1 —e?) =0,

also eine Gleichung in cos ¢, deren Losung (in der Schule) auch ein Naherungsverfahren verlangt.
Im Fall R = E bzw. e = 1 ist verschwindet das absolute Glied und cos @ = 0 ist dann offenbar
eine Nullstelle, d.h. @ = &F (a = Z scheidet durch Einsetzen als Lésung aus). Es bleibt aber

fir die zweite Losung noch eine Gleichung 3. Grades zu lésen:
4cos® o+ 4lcos* a + (02 —3)cosa — 2 =0 |

Setzen wir fiir unseren Fall den Wert £ = 10 ein, so erhalten wir nach Division durch 4
3 2 9
cos” a -+ 10 cos a+—4—cosa~5:(} .

Anwendung eines Néherungsverfahrens (oder auch die exakte Losung mit DERIVE — CAR-
DANO-Formeln) bringt fiir cos a den einzigen reellen Wert cos o ~ 0.190874, was fiir ap; ca.
78.99° =~ 79° bedeutet — ein Wert, der zum obigen (78.80°) nur um 0.20° abweicht.

Bemerkung: Wenn aber ohnedies ein Naherungsverfahren zur Lésung der resultierenden Nihe-
rungsgleichung eingesetzt werden muf, so liegt (bei geschrinkten Schubkurbeln) in der be-
schriebenen Methode wohl keine besondere Vereinfachung, obwohl zumindest der Grad der zu
l6senden Gleichung von 8 - siehe Gleichung (27) bzw. (26) ~ auf 4 reduziert wird (ndherungs-
weise kann aber auch die exakte Gleichung gelost werden). Es ist weiters i.a. keineswegs von
vornherein klar bzw. gesichert, dafl aus einer Néherungsaussage Hy = H das Analogon fiir die
zweite Ableitung, also Hy ~ H", folgt (es geht ja um die Nullstellen der zweiten Ableitung),
jedoch liefert — wie man sieht — diese Methode hier sehr brauchbare Ergebnisse!

Fiir das Literaturverzeichnis und fir die Anschrift des Verfassers siche den Schluff des ersten
Teils in AMMU 10 (Juni 1997), Beitrag 1.
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